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Common	
  inference	
  query	
  tasks	
  
•  Model	
  

•  Maximiza7on	
  
–  Compute	
  the	
  most	
  probable	
  state,	
  or	
  its	
  value	
  

•  Summa7on	
  
–  Compute	
  marginal	
  probabili7es	
  or	
  normaliza7on	
  constant	
  
Z:	
  

and	
  

“par77on	
  func7on”	
  

“®”	
  are	
  sets	
  of	
  variables	
  (func7on	
  arguments)	
  
	
  Factors	
  may	
  be	
  condi7onal	
  probabili7es	
  (BNs)	
  
	
  	
  	
  	
  or	
  un-­‐normalized	
  posi7ve	
  factors	
  (MRFs,	
  FGs)	
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Variable	
  Elimina7on	
  in	
  Trees	
  
(Use	
  distribu,ve	
  rule	
  to	
  calculate	
  efficiently:)	
  



Variable	
  Elimina7on	
  in	
  Trees	
  
(Use	
  distribu,ve	
  rule	
  to	
  calculate	
  efficiently:)	
  



„	
  

Variable	
  Elimina7on	
  in	
  Trees	
  
(Use	
  distribu,ve	
  rule	
  to	
  calculate	
  efficiently:)	
  



Variable	
  Elimina7on	
  in	
  Trees	
  
(Use	
  distribu,ve	
  rule	
  to	
  calculate	
  efficiently:)	
  



Variable	
  Elimina7on	
  in	
  Trees	
  
(Use	
  distribu,ve	
  rule	
  to	
  calculate	
  efficiently:)	
  

At	
  each	
  step,	
  calculate	
  message:	
  



Variable	
  elimina7on	
  in	
  trees	
  
(Use	
  distribu,ve	
  rule	
  to	
  calculate	
  efficiently:)	
  

Calcula7ng	
  messages:	
  



Variable	
  elimina7on	
  in	
  trees	
  
Compu,ng	
  the	
  marginal	
  at	
  another	
  variable	
  reuses	
  much	
  of	
  the	
  computa,on!	
  

Calcula7ng	
  messages:	
  



Variable	
  elimina7on	
  in	
  trees	
  

•  Two-­‐pass	
  algorithm	
  
–  Pass	
  messages	
  upward	
  to	
  a	
  root	
  
–  Pass	
  messages	
  back	
  downward	
  
–  Messages	
  summarize	
  marginaliza7on	
  

	
  of	
  sub-­‐model	
  rooted	
  at	
  that	
  node	
  

•  Use	
  messages	
  to	
  compute	
  marginals	
  
•  Can	
  also	
  update	
  all	
  messages	
  in	
  parallel,	
  un7l	
  converged	
  

Compu,ng	
  all	
  marginal	
  probabili,es:	
  

Calcula7ng	
  messages:	
   Calcula7ng	
  marginals:	
  



Loopy	
  belief	
  propaga7on	
  
•  Apply	
  the	
  same	
  local	
  updates	
  in	
  arbitrary	
  structure	
  

–  More	
  precisely,	
  oWen	
  called	
  the	
  “sum-­‐product”	
  algorithm	
  

•  Resul7ng	
  algorithm	
  computes	
  “beliefs”	
  b	
  
–  May	
  not	
  converge	
  
–  Ini7aliza7on	
  &	
  schedule	
  can	
  maXer	
  
–  Is	
  approximate:	
  
–  But,	
  is	
  oWen	
  preXy	
  good	
  in	
  prac7ce	
  

	
  (quality	
  depends	
  on	
  how	
  “tree-­‐like”	
  the	
  model	
  is)	
  

Calcula7ng	
  messages:	
   Calcula7ng	
  marginals:	
  



Example:	
  Ising	
  model	
  
•  Log-­‐factors	
  

Itera7on	
  	
  ! 

True	
  probabili7es	
  " 



Computa7on	
  trees	
  
•  Analyze	
  the	
  behavior	
  of	
  loopy	
  BP	
  

–  Tree-­‐structured	
  “unrolling”	
  of	
  loopy	
  graph	
  

(Weiss	
  &	
  Freeman	
  ’99),	
  
and	
  many	
  others	
  

	
  

	
  	
  	
  	
  
	
  



Computa7on	
  trees	
  
•  Analyze	
  the	
  behavior	
  of	
  loopy	
  BP	
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Computa7on	
  trees	
  
•  Analyze	
  the	
  behavior	
  of	
  loopy	
  BP	
  

–  Tree-­‐structured	
  “unrolling”	
  of	
  loopy	
  graph	
  
–  Contains	
  all	
  length-­‐N	
  “forward”	
  paths	
  

(Weiss	
  &	
  Freeman	
  ’99),	
  
and	
  many	
  others	
  

	
  



Computa7on	
  trees	
  
•  Analyze	
  the	
  behavior	
  of	
  loopy	
  BP	
  

–  Tree-­‐structured	
  “unrolling”	
  of	
  loopy	
  graph	
  
–  Contains	
  all	
  length-­‐N	
  “forward”	
  paths	
  
–  At	
  the	
  root,	
  equivalence	
  between	
  

•  N	
  itera7ons	
  of	
  loopy	
  BP	
  (all	
  messages	
  update	
  in	
  parallel)	
  
•  N	
  steps	
  of	
  BP	
  on	
  computa7on	
  tree	
  (upward	
  pass)	
  

Ini7alize	
  leaves	
  to	
  match	
  ini7al	
  messages	
  of	
  loopy	
  BP	
  

Match	
  loopy	
  
messages	
  aWer	
  
one	
  update	
  

Match	
  loopy	
  messages	
  aWer	
  
two	
  updates	
  

…
	
  

(Weiss	
  &	
  Freeman	
  ’99),	
  
and	
  many	
  others	
  

	
  



Computa7on	
  trees	
  
•  When	
  does	
  loopy	
  BP	
  converge	
  /	
  work	
  well?	
  

–  Converges	
  if	
  root	
  “decouples”	
  from	
  (growing	
  set	
  of)	
  leaves	
  
–  Accurate	
  if	
  the	
  computa7on	
  tree	
  is	
  “close”	
  to	
  the	
  original	
  distribu7on	
  
–  Examples	
  of	
  how	
  this	
  can	
  occur:	
  

•  Some	
  nodes	
  have	
  strong	
  evidence	
  (“nearly	
  observed”)	
  
•  Edges	
  forming	
  cycles	
  are	
  weak	
  (“fast	
  mixing”)	
  

Ini7alize	
  leaves	
  to	
  match	
  ini7al	
  messages	
  of	
  loopy	
  BP	
  

(Ta7konda	
  &	
  Jordan	
  2003;	
  	
  
	
  	
  	
  Ihler	
  et	
  al.	
  2005;	
  	
  
Ihler	
  2007;	
  etc.)	
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  Programming	
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&	
  Dual	
  Decomposi7on	
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Integer	
  Linear	
  Program	
  
•  Consider	
  the	
  MAP	
  inference	
  problem	
  

–  Let’s	
  assume	
  pairwise,	
  so	
  

•  Helpful	
  to	
  write	
  f(x)	
  as	
  overcomplete	
  exponen7al	
  family	
  

Features:	
   Parameter	
  &	
  feature	
  vectors:	
  



Integer	
  Linear	
  Program	
  
•  Then,	
  MAP	
  is	
  an	
  integer	
  linear	
  program:	
  

	
  where	
  
u(x)	
  are	
  indicator	
  func7ons	
  

(Integrality)	
  

Only	
  one	
  indicator	
  func7on	
  is	
  
	
  	
  	
  on	
  per	
  clique	
  

(Linear	
  constraints)	
  

(Linear	
  objec7ve)	
  

Configura7on	
  of	
  (xi,	
  xj)	
  
	
  	
  	
  is	
  consistent	
  with	
  xi	
  and	
  xj	
  	
  	
  
Equivalent	
  to	
  	
  



Linear	
  Programming	
  Relaxa7on	
  
•  Relaxing	
  the	
  integrality	
  constraints	
  gives	
  a	
  linear	
  program:	
  

	
  where	
  
Relax	
  integrality	
  {0,1}	
  to	
  	
  
	
  	
  	
  any	
  real	
  value	
  in	
  [0,1]	
  

Only	
  one	
  indicator	
  func7on	
  is	
  
	
  	
  	
  on	
  per	
  clique	
  

(Linear	
  constraints)	
  

(Linear	
  objec7ve)	
  

(Use	
  µ	
  to	
  represent	
  
	
  	
  	
  	
  relaxed	
  indicators)	
  

Configura7on	
  of	
  (xi,	
  xj)	
  
	
  	
  	
  is	
  consistent	
  with	
  xi	
  and	
  xj	
  	
  	
  
	
  



Varia7onal	
  Methods	
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Varia7onal	
  algorithms	
  
•  Replace	
  “elimina7on”	
  with	
  op7miza7on	
  over	
  distribu7ons	
  

•  Op7mal	
  q	
  puts	
  all	
  mass	
  on	
  op7mal	
  value(s)	
  of	
  x	
  

–  Mass	
  on	
  any	
  non-­‐op7mal	
  configura7on	
  reduces	
  the	
  average	
  value	
  

•  Exponen7al	
  family	
  f(x):	
  

Elimina7on:	
  

Varia7onal:	
  

(M:	
  set	
  of	
  all	
  moments	
  achievable	
  by	
  some	
  q)	
  



Marginal	
  polytope	
  view	
  
•  What	
  moments	
  are	
  achievable	
  by	
  some	
  q?	
  

–  A	
  convex	
  set	
  on	
  the	
  moments	
  µ	
  	
  	
  

(c)	
  Alexander	
  Ihler	
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Overcomplete	
  exponen7al	
  family:	
  

M	
  =	
  unit	
  simplex	
  

Why?	
  	
  Discrete	
  vector	
  x:	
  
q(x)	
  puts	
  some	
  weight	
  on	
  each	
  x	
  
M	
  =	
  set	
  of	
  all	
  valid	
  q(x)	
  
	
  	
  	
  	
  	
  =	
  the	
  convex	
  combina7on	
  of	
  x’s	
  

Ex.	
  in	
  3D	
  

Ver7ces,	
  e.g.	
  (0,0,1):	
  
	
  	
  	
  distribu7on	
  is	
  an	
  	
  
	
  	
  	
  	
  indicator	
  f’n,	
  	
  



Marginal	
  polytope	
  view	
  
•  What	
  moments	
  are	
  achievable	
  by	
  some	
  q?	
  

–  A	
  convex	
  set	
  on	
  the	
  moments	
  µ	
  	
  	
  

(c)	
  Alexander	
  Ihler	
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Ising	
  model:	
  

M	
  is	
  a	
  polytope	
  
	
  	
  (conjuc7on	
  of	
  hyperplanes)	
  

Ver7ces	
  are	
  indicator	
  f’ns	
  



Marginal	
  polytope	
  view	
  
•  What	
  moments	
  are	
  achievable	
  by	
  some	
  q?	
  

–  A	
  convex	
  set	
  on	
  the	
  moments	
  µ	
  	
  	
  

(c)	
  Alexander	
  Ihler	
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Gaussian	
  model:	
  

M	
  =	
  convex;	
  quadra7c	
  shape	
  ¸	
  0	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  =	
  (µ1)2	
  	
  	
  	
  



Connec7on	
  to	
  linear	
  programming	
  
•  For	
  a	
  discrete	
  op7miza7on,	
  a	
  varia7onal	
  form	
  is	
  

–  However,	
  there	
  are	
  many	
  constraints	
  in	
  M…	
  

•  We	
  can	
  elect	
  to	
  only	
  enforce	
  some	
  of	
  those	
  constraints,	
  e.g.,	
  
the	
  local	
  polytope:	
  

–  Gives	
  exactly	
  the	
  LP	
  relaxa7on	
  from	
  before	
  
–  Any	
  addi7onal	
  constraints	
  will	
  7ghten	
  the	
  relaxa7on	
  



The	
  local	
  polytope	
  
•  Local	
  polytope	
  enforces	
  only	
  some	
  constraints:	
  

	
  Example:	
  

–  All	
  pairwise	
  moments	
  are	
  consistent	
  with	
  singleton	
  moments	
  
–  But,	
  no	
  consistent	
  distribu7on	
  q(x)	
  exists	
  

•  Example	
  illustrates	
  the	
  connec7on	
  to	
  arc-­‐consistency	
  in	
  CSPs	
  
–  Enforces	
  a	
  local	
  consistency,	
  but	
  may	
  not	
  be	
  globally	
  consistent	
  

	
  (similar,	
  less	
  “extreme”	
  example	
  without	
  hard	
  zeros)	
  

  

  

  

   0.5          0  
     0          0.5  

   0.5          0  
     0          0.5  

     0         0.5  
    0.5         0 

   0.5 
   0.5 



Local	
  polytope	
  for	
  trees	
  
•  Suppose	
  we	
  have	
  arbitrary	
  moments	
  

	
  defined	
  (only)	
  on	
  the	
  tree-­‐structured	
  graph	
  G	
  

•  (Construc7ve)	
  example	
  that	
  achieves	
  these	
  moments:	
  

–  Similar	
  to	
  closed-­‐form	
  MLE	
  for	
  trees	
  
–  Root	
  to	
  leaves;	
  no	
  possible	
  “contradic7ng”	
  moments	
  
–  Alt.,	
  more	
  symmetric	
  form:	
  

(c)	
  Alexander	
  Ihler	
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Duality	
  and	
  the	
  log-­‐par77on	
  func7on	
  

(c)	
  Alexander	
  Ihler	
   31 

•  Represent	
  LPF	
  as	
  op7miza7on	
  over	
  distribu7ons	
  

•  Two	
  problems:	
  
–  Constraint	
  set	
  is	
  too	
  complex	
  	
  (as	
  in	
  LP	
  form)	
  
–  Entropy	
  defined	
  in	
  terms	
  of	
  q,	
  not	
  available	
  

(maximum: q = p) 

}  Proof: (Kullback–Leibler divergence) 

equal	
  iff	
  	
  p	
  =	
  q	
  



Varia7onal	
  approxima7ons	
  
•  Replace	
  q	
  2	
  P	
  	
  and	
  	
  H(q)	
  	
  with	
  simpler	
  approxima7ons	
  

Linear	
  programming	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  n/a 	
   	
   	
  	
  
	
  
Mean	
  field 	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  exact 	
   	
   	
  	
  
	
  

Belief	
  propaga7on 	
  	
  
	
  

Tree-­‐reweighted 	
   	
  	
  

}  Algorithms & their properties: 

Method	
   	
   	
   	
   	
  distribu7ons	
   	
  	
  	
  entropy 	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  value	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

Max:	
  
	
  
	
  
Sum:	
  



Outer bound: locally consistent polytope 

L(G) = {bi, bij |
�

xi

bij(xi, xj) = bj(xj),
�

xj

bj(xj) = 1, bij � 0}

Inner bound: “naïve mean field” polytope 

Mmf (G) = {q|q(x) =
�

i

bi(xi) for some bi}

Approxima7ng	
  the	
  marginal	
  polytope	
  



Naïve	
  Mean	
  Field	
  
•  Restrict	
  q(x)	
  to	
  a	
  domain	
  where	
  H(q)	
  is	
  easy:	
  

–  Naïve	
  mean	
  field:	
  q(x)	
  is	
  fully	
  independent	
  

•  Op7mizing	
  the	
  bound	
  via	
  coordinate	
  ascent:	
  

)	
  

)	
  
Coordinate	
  update:	
  



Mean	
  Field	
  Example	
  

	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  

	
  
	
  

	
  

th12	
  =	
  factor([1	
  2],	
  [0	
  1	
  ;	
  0.5	
  	
  3	
  ]);	
  %	
  theta(x)	
  =	
  …	
  
f12	
  =	
  exp(th12);	
   	
   	
   	
  %	
  f(x)	
  =	
  exp(	
  theta(x)	
  )	
  
lnZ	
  =	
  log(sum(	
  f12	
  )); 	
   	
   	
  %	
  ln	
  Zf	
  =	
  3.237	
  	
  

q1	
  =	
  factor(1,	
  [.5	
  .5]); 	
   	
  %	
  ini7alize	
  factored	
  q(x)	
  
q2	
  =	
  factor(2,	
  [.5	
  .5]);	
  
lnZmf	
  =	
  sum(	
  q1*q2*th12	
  )	
  +	
  entropy(q1)	
  +	
  entropy(q2);	
  
	
  
g1	
  =	
  sum(q2*th12,	
  2)	
  ); 	
  %	
  compute	
  g1	
  =	
  E_q2[	
  theta	
  ]	
  	
  
q1	
  =	
  normalize(	
  exp(	
  g1	
  )	
  ); 	
  %	
  and	
  update	
  q(x1)	
  

    
Model	
  

0.500 
0.500     

|	
  

|	
  
0.500    0.500 

––	
  	
   ––	
  	
  

0.000    1.000 
0.500    3.000 

|	
  

|	
  

––	
  	
   ––	
  	
   2.511	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  3.237	
  

0.500 
1.750     

0.223 
0.777     

2.695	
  



Mean	
  Field	
  Example	
  

	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  

	
  
	
  

	
  

th12	
  =	
  factor([1	
  2],	
  [0	
  1	
  ;	
  0.5	
  	
  3	
  ]);	
  %	
  theta(x)	
  =	
  …	
  
f12	
  =	
  exp(th12);	
   	
   	
   	
  %	
  f(x)	
  =	
  exp(	
  theta(x)	
  )	
  
lnZ	
  =	
  log(sum(	
  f12	
  )); 	
   	
   	
  %	
  ln	
  Zf	
  =	
  3.237	
  	
  

q1	
  =	
  factor(1,	
  [.5	
  .5]); 	
   	
  %	
  ini7alize	
  factored	
  q(x)	
  
q2	
  =	
  factor(2,	
  [.5	
  .5]);	
  
lnZmf	
  =	
  sum(	
  q1*q2*th12	
  )	
  +	
  entropy(q1)	
  +	
  entropy(q2);	
  
	
  
g2	
  =	
  sum(q1*th12,	
  1)	
  ); 	
  %	
  compute	
  g2	
  =	
  E_q1[	
  theta	
  ]	
  	
  
q2	
  =	
  normalize(	
  exp(	
  g2	
  )	
  ); 	
  %	
  and	
  update	
  q(x2)	
  

    
Model	
  

0.223 
0.777     

|	
  

|	
  
0.500    0.500 

––	
  	
   ––	
  	
  

0.000    1.000 
0.500    3.000 

|	
  

|	
  

––	
  	
   ––	
  	
   2.511	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  3.237	
  
2.695	
  

0.103    0.897 0.339    2.555 

3.193	
  



Mean	
  Field	
  Example	
  

	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  

	
  
	
  

	
  

th12	
  =	
  factor([1	
  2],	
  [0	
  1	
  ;	
  0.5	
  	
  3	
  ]);	
  %	
  theta(x)	
  =	
  …	
  
f12	
  =	
  exp(th12);	
   	
   	
   	
  %	
  f(x)	
  =	
  exp(	
  theta(x)	
  )	
  
lnZ	
  =	
  log(sum(	
  f12	
  )); 	
   	
   	
  %	
  ln	
  Zf	
  =	
  3.237	
  	
  

q1	
  =	
  factor(1,	
  [.5	
  .5]); 	
   	
  %	
  ini7alize	
  factored	
  q(x)	
  
q2	
  =	
  factor(2,	
  [.5	
  .5]);	
  
lnZmf	
  =	
  sum(	
  q1*q2*th12	
  )	
  +	
  entropy(q1)	
  +	
  entropy(q2);	
  
	
  
g1	
  =	
  sum(q2*th12,	
  2)	
  ); 	
  %	
  compute	
  g1	
  =	
  E_q2[	
  theta	
  ]	
  	
  
q1	
  =	
  normalize(	
  exp(	
  g1	
  )	
  ); 	
  %	
  and	
  update	
  q(x1)	
  

    
Model	
  

0.223 
0.777     

|	
  

|	
  
0.103    0.897 

––	
  	
   ––	
  	
  

0.000    1.000 
0.500    3.000 

|	
  

|	
  

––	
  	
   ––	
  	
   2.511	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  3.237	
  
2.695	
  
3.193	
  

0.897 
2.743     

0.136 
0.864     

3.221	
  



Mean	
  Field	
  Example	
  

	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  

	
  
	
  

	
  

th12	
  =	
  factor([1	
  2],	
  [0	
  1	
  ;	
  0.5	
  	
  3	
  ]);	
  %	
  theta(x)	
  =	
  …	
  
f12	
  =	
  exp(th12);	
   	
   	
   	
  %	
  f(x)	
  =	
  exp(	
  theta(x)	
  )	
  
lnZ	
  =	
  log(sum(	
  f12	
  )); 	
   	
   	
  %	
  ln	
  Zf	
  =	
  3.237	
  	
  

q1	
  =	
  factor(1,	
  [.5	
  .5]); 	
   	
  %	
  ini7alize	
  factored	
  q(x)	
  
q2	
  =	
  factor(2,	
  [.5	
  .5]);	
  
lnZmf	
  =	
  sum(	
  q1*q2*th12	
  )	
  +	
  entropy(q1)	
  +	
  entropy(q2);	
  
	
  
g1	
  =	
  sum(q2*th12,	
  2)	
  ); 	
  %	
  compute	
  g1	
  =	
  E_q2[	
  theta	
  ]	
  	
  
q1	
  =	
  normalize(	
  exp(	
  g1	
  )	
  ); 	
  %	
  and	
  update	
  q(x1)	
  

    
Model	
  

0.134 
0.866     

|	
  

|	
  
0.091    0.909 

––	
  	
   ––	
  	
  

0.000    1.000 
0.500    3.000 

|	
  

|	
  

––	
  	
   ––	
  	
   2.511	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  3.237	
  
2.695	
  
3.193	
  
3.221	
  

3.222	
  

...	
  

Coordinate	
  ascent	
  on	
  q1,	
  q2	
  
Lower	
  bound	
  increases	
  to	
  (local)	
  op7mum	
  



Geometry	
  of	
  mean	
  field	
  
•  Suppose	
  we	
  want	
  to	
  evaluate	
  A(µ)	
  	
  	
  (convex)	
  
•  Choose	
  a	
  different	
  µ‘	
  where	
  A(µ‘)	
  is	
  easy:	
  

•  We	
  have	
  a	
  simple	
  linear	
  lower	
  bound	
  

•  Coordinate	
  ascent:	
  op7mize	
  q(x)	
  =	
  op7mize	
  choice	
  of	
  µ‘	
  	
  

Ã	
  µ	
  ! 

A(µ)	
  =	
  log	
  Z(µ)	
  

where	
  µ	
  are	
  the	
  moments	
  of	
  the	
  “easy”	
  q(x)	
  

where	
  µ	
  are	
  the	
  moments	
  of	
  q(x)	
  



Using	
  mean	
  field	
  
•  Mean	
  field	
  methods	
  are	
  oWen	
  used	
  in	
  (varia7onal)	
  EM	
  

•  E-­‐step:	
  	
  	
  max	
  with	
  respect	
  to	
  q	
  
–  Op7mal	
  q(z)	
  =	
  p(z	
  |	
  x,	
  µ)	
  

•  M-­‐step:	
  	
  max	
  with	
  respect	
  to	
  µ	
  	
  
–  Expected	
  complete	
  log-­‐likelihood	
  

•  Example:	
  Collapsed	
  LDA	
  

µd	
  

zdi	
  

Át	
  

Latent	
  Dirichlet	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Alloca7on	
  

zdi	
  
zdi	
   zdi	
  

zdi	
  

zdi	
  zdi	
  
Mean	
  field	
  updates	
  are	
  (something	
  like)	
  



Duality	
  and	
  the	
  log-­‐par77on	
  func7on	
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•  Represent	
  LPF	
  as	
  op7miza7on	
  over	
  distribu7ons	
  

•  Two	
  problems:	
  
–  Constraint	
  set	
  is	
  too	
  complex	
  	
  (as	
  in	
  LP	
  form)	
  
–  Entropy	
  defined	
  in	
  terms	
  of	
  q,	
  not	
  available	
  

(maximum:	
  q	
  =	
  p)	
  

}  Proof: (Kullback–Leibler	
  divergence)	
  

equal	
  iff	
  	
  p	
  =	
  q	
  



Bethe approximation 
def= ĤbetheH(x) ⇥

�

i

Hi �
�

(ij)�E

Iij

Iij =
�

x

bij(xi, xj) log(
bij(xi, xj)

bi(xi)bj(xj)
)

Hi = �
�

x

bi(xi) log(bi(x))where 

Entropy	
  approxima7ons	
  
•  Approximate	
  H(x;q)	
  with	
  something	
  “easier	
  to	
  evaluate”	
  

–  Typically,	
  defined	
  solely	
  in	
  terms	
  of	
  low-­‐order	
  moments	
  
–  If	
  we	
  relax	
  M	
  to	
  L,	
  then	
  our	
  approximate	
  H(.)	
  must	
  be	
  defined	
  in	
  all	
  of	
  L	
  



Entropy	
  in	
  trees	
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Then,	
  

This	
  is	
  essen7ally	
  the	
  same	
  trick	
  used	
  in	
  the	
  Chow-­‐Liu	
  learning	
  algorithm!	
  

We	
  can	
  use	
  this	
  as	
  an	
  approxima7on	
  for	
  graphs	
  with	
  cycles	
  
	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  Called	
  the	
  “Bethe”	
  approxima7on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (see	
  e.g.,	
  Yedidia	
  et	
  al.	
  2001)	
  



Bethe	
  Approxima7on	
  
•  Suppose	
  we	
  want	
  to	
  op7mize	
  

•  Lagrange	
  mul7pliers…	
  
–  On	
  board	
  



Loopy	
  BP	
  and	
  the	
  par77on	
  func7on	
  
•  Use	
  the	
  Bethe	
  approxima7on	
  to	
  es7mate	
  log	
  Z:	
  

–  Run	
  loopy	
  BP	
  on	
  the	
  factor	
  graph	
  &	
  calculate	
  beliefs	
  
–  Use	
  the	
  Bethe	
  approxima7on	
  to	
  H(b):	
  

–  OWen	
  wriXen	
  using	
  coun7ng	
  numbers:	
  



Region	
  graphs	
  

…	
   …	
  

…	
   …	
  

Coun7ng	
  numbers:	
  

c=1	
   c=1	
   c=1	
   c=1	
  

c=-­‐1	
   c=-­‐1	
   c=-­‐1	
   c=-­‐1	
  

c=0	
   c=0	
   c=0	
   c=1	
   c=0	
   c=0	
   c=0	
  

(inclusion/exclusion)	
  

Region:	
  a	
  collec7on	
  of	
  variables	
  &	
  their	
  interac7ons	
  



Geometry	
  of	
  tree-­‐reweighted	
  BP	
  
•  Suppose	
  we	
  want	
  to	
  evaluate	
  A(µ)	
  	
  	
  (convex)	
  
•  Choose	
  easy	
  µ1	
  ,	
  µ2	
  ,	
  where	
  wµ1	
  +	
  (1-­‐w)µ2	
  =	
  µ 

Ã	
  µ	
  ! 

A(µ)	
  =	
  log	
  Z(µ)	
  

   1.0         2.0  
   0.0         1.0  

  -1.0        0.0  
  -1.0        1.0  

   -1.0       0.0  
    2.0       1.0 

    

  

    

      

  

A(µ1)	
  =	
  4.707	
  

A(µ2)	
  =	
  4.269	
   A(µ)	
  =	
  4.298	
  ·	
  (	
  4.707	
  +	
  4.269	
  )/2	
  =	
  4.488	
  



EXTRAS	
  



Dual	
  decomposi7on	
  

Original 



Dual	
  decomposi7on	
  

•  Decompose	
  graph	
  into	
  smaller	
  subproblems	
  
•  Solve	
  each	
  independently;	
  op7mis7c	
  bound	
  
•  Exact	
  if	
  all	
  copies	
  agree	
  

Original Decomposition 



Dual	
  decomposi7on	
  

•  Decompose	
  graph	
  into	
  smaller	
  subproblems	
  
•  Solve	
  each	
  independently;	
  op7mis7c	
  bound	
  
•  Exact	
  if	
  all	
  copies	
  agree	
  
•  Enforce	
  lost	
  equality	
  constraints	
  via	
  Langrange	
  mul7pliers	
  

Original Decomposition 

Add	
  factors	
  that	
  “adjust”	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  each	
  local	
  term,	
  but	
  
	
  	
  	
  	
  cancel	
  out	
  in	
  total	
  

Total	
  addi7on	
  for	
  xi	
  is	
  zero:	
  



Duality	
  rela7onship	
  
•  These	
  views	
  are	
  Lagrangian	
  duals:	
  

subject	
  to	
  (a)	
  normaliza7on	
  constraints	
  	
  (enforce	
  explicitly)	
  	
  
	
   	
  	
  (b)	
  consistency:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (use	
  Lagrange)	
  



Decomposi7on	
  view	
  

Many	
  approaches	
  to	
  op7mizing	
  this	
  bound	
  
•  Dual	
  decomposi7on	
  	
  (Komodakis	
  et	
  al.	
  2007)	
  
•  TRW,	
  MPLP	
   	
   	
  	
  	
  	
  (Wainwright	
  et	
  al.	
  2005;	
  Globerson	
  &	
  Jaakkola	
  2007)	
  
•  SoW	
  arc	
  consistency	
  	
  (Cooper	
  &	
  Schiex	
  2004)	
  

Original Decomposition 

Total	
  addi7on	
  for	
  xi	
  is	
  zero:	
  



Decomposi7on	
  view	
  

Original Decomposition 

MAP 
E

ne
rg

y 

Consistent solutions 

Relaxed 
problems 

Total	
  addi7on	
  for	
  xi	
  is	
  zero:	
  



Op7mizing	
  the	
  bound	
  

Subgradient	
  descent	
  
•  Find	
  each	
  subproblem’s	
  op7mal	
  configura7on	
  
•  Adjust	
  entries	
  for	
  mis-­‐matched	
  solu7ons	
  

5	
   2	
   2	
  

1	
   2	
   0	
  

0	
   0	
   2	
  

1	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
  

1	
   2	
   1	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  



Op7mizing	
  the	
  bound	
  

Subgradient	
  descent	
  
•  Find	
  each	
  subproblem’s	
  op7mal	
  configura7on	
  
•  Adjust	
  entries	
  for	
  mis-­‐matched	
  solu7ons	
  

5	
   2	
   2	
  

1	
   2	
   0	
  

0	
   0	
   2	
  

1	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
  

1	
   2	
   1	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  



Op7mizing	
  the	
  bound	
  

Subgradient	
  descent	
  
•  Find	
  each	
  subproblem’s	
  op7mal	
  configura7on	
  
•  Adjust	
  entries	
  for	
  mis-­‐matched	
  solu7ons	
  

4	
   1	
   1	
  

1	
   2	
   0	
  

1	
   1	
   3	
  

2	
   1	
   2	
  

0	
   1	
   0	
  

0	
   1	
   0	
  

+1	
   -­‐1	
  

0	
   0	
  

-­‐1	
   +1	
  



Op7mizing	
  the	
  bound	
  

Coordinate	
  descent	
  
•  Find	
  lambda	
  to	
  op7mize	
  a	
  sub-­‐part	
  of	
  the	
  bound	
  
•  Lots	
  of	
  equivalent	
  choices	
  
•  “Max-­‐sum	
  diffusion”	
  

5	
   2	
   2	
  

1	
   2	
   0	
  

0	
   0	
   2	
  

1	
   0	
   1	
  

0	
   1	
   0	
  

1	
   2	
   1	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  

0	
   0	
  



Op7mizing	
  the	
  bound	
  

Coordinate	
  descent	
  
•  Find	
  lambda	
  to	
  op7mize	
  a	
  sub-­‐part	
  of	
  the	
  bound	
  
•  Lots	
  of	
  equivalent	
  choices	
  
•  “Max-­‐sum	
  diffusion”	
  

3	
   0	
   0	
  

.5	
   1.5	
   0	
  

0	
   0	
   2	
  

3	
   2	
   3	
  

.5	
   1.5	
   .5	
  

1	
   2	
   1	
  

2	
   -­‐2	
  

.5	
   -­‐.5	
  

0	
   0	
  



Fixed-­‐point	
  updates	
  
•  Simple	
  fixed-­‐point	
  algorithm	
  for	
  7ghtening	
  the	
  dual	
  

	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  

	
  
	
  

	
  

While	
  ~	
  done	
  
	
  	
  	
  for	
  i	
  =	
  1…n	
  

(Find	
  max-­‐marginals	
  of	
  all	
  factors	
  with	
  i)	
  

(Compute	
  their	
  average)	
  

(Guess	
  a	
  good	
  value	
  for	
  xi)	
  

	
  	
  	
  end;	
  
	
  	
  	
  Upper	
  bound:	
  	
  	
  	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  Lower	
  bound:	
  	
  if	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  set	
  	
  	
  
end;	
  

(Update	
  all	
  factors	
  to	
  match)	
  

(Save	
  best	
  config	
  so	
  far)	
  


